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多维振动环境试验中的结构模态分析
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摘要：将导弹和振动台简化为两个子系统，分别表示为非均匀梁和弹簧质量集中参数模型。利用子系统阻抗综合原理，

建立反映导弹多维振动环境试验的分析模型。给出所能提炼出的特征参数：频响函数、传递率和响应互谱。选取模型的物理

参数为战术导弹和振动台的典型值，模拟飞行工况进行数值分析。通过均匀梁的两点激振试验，表明基础激励模态估计的测

量方便，同样适用于有限元模型的修改；基于频响函数分析的模态估计需要测量两个子系统的界面力，使试验的难度大大增

加；工作模态的估计结果受激励点之间的相干影响较大。
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0 引 言

导弹振动环境试验的目的是鉴定结构的动强度或

是考核设备的适应性。近年来，多维振动试验已被用

来模拟导弹的飞行使用环境[1]，旨在提供导弹结构上和

功能上承受能力的置信度。飞行环境的室内模拟方法

分两类：振源（力）模拟和响应（运动）模拟。振源

模拟比较困难，这是因为缺乏实测的外力数据，而且

试验室内测量和控制力参数需要专门的装置。目前的

环境试验即使是单振动台试验都用振动加速度作为控

制参数，控制点或者选在导弹与振动台界面，或者选

在弹内关键仪器设备的安装部位。大多数试验条件都

只规定了单个控制点的自功率谱密度，几乎没有任何

互谱信息；同时自谱的形状较为简单，在整个频段内

就是几条折线，例如梯形谱等。

导弹飞行过程中的主要振源是发动机的推力波动

和气动噪声，其能量在所关心的频带内均匀分布，没

有能量过于集中的频率。飞行遥测提供的信息表明导

弹主要结构的响应反映出其自由-自由状态下的模态

特征。这样，室内试验正确模拟飞行环境的重要标志

应当是导弹响应所反映的振动形态和频率接近飞行状

态模态特征的程度。

因此，人们希望在振动环境试验中估计试件的模

态参数，将故障和系统特征紧密结合。环境试验中的

结构模态分析结果取决于从所能提供的激励和响应信

息中提炼出的特征参数：频响函数（运动响应/激励力）、

传递率（运动响应/激励点运动）或互功率谱（运动响

应之间）。基于频响函数的分析是传统的结构模态参数

估计，基于传递率的分析是所谓基础激励模态估计，
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而基于响应互谱的分析则是工作模态估计。除所选用

的物理量以外，参数估计的结果会因所选择的激励点、

输入点和参照点而改变。对于传统的单维激励的试验，

这 3 种模态参数估计方法所得到的结果虽然不同，但

却是唯一的；多维激励试验的效果如何还需要检验。

为了定性判断估计结果的差异，本文将导弹和振

动台系统夹具分别表示成非均匀梁和集中弹簧质量参

数模型这样两个子系统。利用子系统阻抗综合原理，

形成一个反映整个试验系统的分析模型，并推导出力

激励模态、运动激励模态和工作模态分析的频域表达

式。然后设置这个模型的物理参数为导弹和振动台的

典型值，进行模态分析和响应计算，即所谓虚拟试验。

同时设计一个均匀梁的两点激振试验，从原理上证实

本文所给出的算法，并用模拟飞行工况的结果说明多

维振动环境试验中的各种结构模态分析方法的能力和

局限性，旨在对多维振动环境试验的设计提供帮助。

1 试件和振动台系统建模

包含试件和振动台的整个试验系统是一个组合系

统。将导弹看作一个子系统 A，振动台系统（含夹具）

看作另一个子系统 B[2]。根据这两个系统的特点，分别

用梁型结构和弹簧质量集中参数系统表征，如图 1 所

示。再利用阻抗综合原理，建立导弹和振动台系统的

输入和输出关系。

图 1 导弹振动环境试验系统示意

对于子系统 A，激励和响应关系在频域可写成：
A A A A

A A A A
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( ) ( ) ( ) ( )
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对于子系统 B，激励和响应关系在频域可写成：
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式中 下标 I为与另一个结构连接的界面坐标；E为非

连接坐标；F为激励；R为响应；H为频响；ω为频率。

当两个子系统连在一起时，连接处满足运动一致和力

平衡的双协调条件。联立式（1）和式（2），消去界面

力，得到组合系统频响与子结构频响的关系：
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其中，
1
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−
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表达式中第 1 个下标表示响应位置，第 2 个下标

表示激励位置。

随机振动环境试验时通常控制振动台和试验件界

面的振动加速度谱密度矩阵，根据激励响应关系，反

推出激励（控制仪输出电压、功率放大器电流或电动

力）谱密度矩阵[3]：

( ) ( ) ( ) ( ) TB
, ,I R IE E F IEG H G Hω ω ω ω⎡ ⎤⎡ ⎤ = ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ （4）
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−−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣ ⎦ （5）

进而得到试验件上的响应谱密度矩阵：

( ) ( ) ( ) ( ) TA B
, ,E R EE E F EEG H G Hω ω ω ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ （6）

2 试验模态分析

试验获取了各个物理量的时间历程后，按多输入

多输出频域谱估计方法，提炼出各种特征参数如下：

a）频响函数（试验件振动加速度/界面力或试验件

振动加速度/电动力）：

( ) ( ) ( ) 1A RF F
EI EI IIH G Gω ω ω

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ （7）

b）传递率（试验件振动加速度/界面振动加速度）：

( ) ( ) ( ) 1A R R
EI EI IIT G Gω ω ω

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ （8）

c）响应互谱（试验件振动加速度）：

{ } { }j * *( ) ( )e ( )m
xy xy xy n m n n n m

m
G R m R m E x y E x yωω

∞
−

+ −
=−∞

= = =∑ （9）

式中 x，y为不同的响应点；m为时延；n为时间点。

2.1 力激励模态

式（7）表明，如果界面力可以测量，那么在环境

试验中，也能获得试验件（导弹）的自由状态下的模

态。

以两振动台激励，n点响应的试验为例，通常情况

下多维振动试验中振动台通过球头与试验件连接，球

头只传递轴向力，于是试验件的输入输出关系有：

1 1 1
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⋮ ⋮ ⋮ （10）

式中 p、q为不同的外力作用点。
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由于在环境试验中模拟了飞行量级，考虑到了量

级非线性，此时获得的参数比传统方法更接近实际值。

然而测量界面力非常麻烦，通常需要专门的力测量装

置。倘若用控制仪输出电压、功率放大器电流或振动

台的电动力作为激励形成频响函数，那么所得到的是

包括了振动台系统影响的结果，与自由-自由状态下的

参数相去甚远。

2.2 运动激励模态

将试验件与振动系统界面的加速度作为输入，考

察响应加速度的传递情况。振动台通过球头后传递到

试验件上的运动为沿球头轴向的运动，试验件的输入

输出关系有：
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联立式（10）~式（12），可得：
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式中 T为传递率。

由式（13）可以看出，传递率矩阵是频响函数矩

阵乘以驱动（激励）点阻抗矩阵。从传递率矩阵和频

响函数矩阵所识别出的模态参数完全不同，前者相当

于试验件在运动激励点受约束时（简支）的动力学特

征，后者则是试验件（导弹）在自由-自由状态下的动

力学特征。此外，传递率矩阵的元素是无量纲数，通

常不能据此识别出物理参数[4, 5]。传递率矩阵按下式估

计：

[ ] [ ] 1

2 2 22
( ) ( ) ( )yx xxn n

T G Gω ω ω −

× ××
⎡ ⎤= ⎣ ⎦ i （14）

式中 y为响应点； x为激励点。

2.3 工作模态

工作模态分析指的是根据试件工作时所记录的运

动响应，识别出系统的模态参数。如果激励（力）谱

是“白”的或者在谐振频率附近是“平坦”的，那么

对于单激励情况，响应谱矩阵的一行或一列，即各响

应点相对于固定参照点的互谱和频响函数成比例[6]。

f f( ) ( ) 1,2, ,i iX H C i nω ω= ⋅ = ⋯ （15）
2*

f f f( ) ( ) ( ) 1,2, ,ir i rG H C H i nω ω ω= ⋅ ⋅ = ⋯ （16）
式中 fC 为力谱；r为参照点。应当指出，式（16）的

右端频响函数已被加权，严格说来，即使力谱是“白”

的，振型和阻尼比甚至频率的识别结果都要受到影响。

对于多输入情况，激励力已经不能用一个参数 fC

表征。以两点激励为例，有：
*

*

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

F F
xr xp rp pp rq pq

F F
xq rq qq rp qp

G H H G H G

H H G H G

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

= ⋅ ⋅ + ⋅ +

⋅ ⋅ + ⋅
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由式（17）可知，即使激励均为“白”谱，激励

量级比、相干相位和互谱参照点都会影响模态识别结

果。因为权函数不同，所以工作模态分析给不出唯一

的结果。

2.4 讨 论

传统的试验模态分析都是基于激励力和运动响应

信息，而工作模态分析和基础运动激励模态分析仅依

靠运动响应信息。如用互谱矩阵做工作模态分析，且

参照点取在试件与振动系统界面，那么这两种基于运

动响应的模态分析方法给出的谐振频率相同。仍以两

点激励为例，界面运动激励下的试件响应互谱矩阵为

[ ] [ ]2 2 22
( ) ( ) ( )yx xxnn

G T Gω ω ω
× ××

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ （18）

结果与式（14）相同，取其中一列即可识别模态

参数。注意到，在振动环境试验中，只有界面运动而

不是界面力能满足“平”谱假设，因此工作模态分析

不可能得到导弹自由-自由状态下的模态；倒是参照点

与激励点重合，运动激励为“白”谱时有可能得到试

验件在参照点被约束状态下的模态。

3 虚拟试验

将图 1 所示的物理模型中的物理参数选取为战术

导弹和振动台的典型值，进行多维振动环境下的模态

分析和响应计算，即进行虚拟试验，结果见表 1 和图 2。

两激振点同时施加“白”谱电动力，模拟导弹的飞行

工况，按第 2 节给出的公式进行模态分析。表 1 给出

了导弹的自由和简支边界计算的前三阶模态频率和虚

拟试验分析的相应频率，图 2 示出了相应的振型，图

中标出了振动台与试验件的连接点，纵轴为归一化后

的模态振型值。

表 1 导弹前 3 阶模态频率的计算值和虚拟试验分析值

模态

虚拟试验

（计算）

一阶频率/Hz 二阶频率/Hz 三阶频率/Hz

面力激励（自由） 28.50（28.61） 63.75（63.73） 112.00（112.01）

基础激励（简支） 26.50（26.48） 51.50（51.42） 94.75（94.78）

工作模态（系统） 28.25（28.61） 61.25/（61.20） 108.75（108.80）

由表 1 可以看出，虚拟试验中力激励模态与自由

边界的计算模态相同，基础激励模态与简支边界的计
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算模态相同，工作模态频率与试件和振动台组合系统

的模态频率相同，其微小差别源自计算误差。然而，

无论是谐振频率还是振型，3 种试验模态分析方法所给

出的结果都不相同，其根本原因是每种分析方法所隐

含的边界条件假设不同。由于边界条件不同（自由和

简支），故容易理解界面力激励和基础运动激励的模态

有较大差别。而工作模态和界面力激励的模态分析结

果看上去比较接近，但不能归结为计算误差，因为虚

拟试验没有加入噪声，所以其差别应当是子系统和组

合系统的差别。当激励子系统的附加质量比导弹的质

量小很多时两者结果才比较接近。

图 2 虚拟试验分析的导弹前 3 阶模态振型

试验时只要振动台与导弹的相对位置固定，试验

控制 2 个电动力为“白”噪声，工作模态频率不会变

化。虽然如此，控制点的量级、相干特性和互谱参照

点对振型影响很大。

图 3~5 分别给出了控制点的量级、相干特性和互

谱参照点的几种典型配置时的振型。从图 3~5 中可以

看出，即使控制谱被设置成“白”谱，工作模态振型

受其它控制参数的影响非常明显。这说明在多维激励

时，采用单参照点的互谱识别模态的方法，不能得到

确定的结果。

不失一般性，仿真时用“白”谱电动力作为激励

源，但在实践中很多是控制界面运动为平直谱。按工

作模态的定义，上面讨论的相干、量级和参照点对振

型也就是应力状态的影响趋势不会因此而改变。只不

过是工作模态的主频为试件简支状态下的固有频率，

而不是试件振动台组合系统的固有频率[7, 8]。

图 3 工作模态振型（均方根）随激励量级的变化

图 4 工作模态振型随激励间相干参数的变化

图 5 工作模态振型随互谱参照点的变化
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4 均匀梁试验

为在原理上证实上述分析结果，设计了一个简单

的多维振动试验。试件为长方形截面的铝质均匀梁，

梁长 200 cm，截面宽 3 cm，高 2 cm，在距一端 60 cm
和 160 cm 处激励。激振器通过激振杆与梁连接，激振

杆与梁之间串连力传感器，梁上均布 11 个加速度传感

器。试验使用 2 个激振点处的加速度传感器进行反馈

控制，如图 6 所示。界面加速度均被设置成平直谱，

控制点之间一共设计了 3 种相干状态：独立、全相干

同相和全相干反相。试验时同时测量加速度和激励力。

按第 2 节所推导的方法进行了模态分析。

图 6 均匀梁试验装置示意

表 2 列出了梁的自由-自由边界和两点简支边界的

前三阶模态频率的计算值和试验值。试验值是 3 种相

干工况结果的均值，相对标准差反映试验的分散性，

表 2 中最后一行的误差项则反映试验边界与理想情况

的偏差。

表 2 两种边界下均匀梁的模态频率

边界条件 自由 简支

阶次 一 二 三 一 二 三

频率计算值/Hz 24.96 68.75 134.67 21.81 44.83 89.45

试验均值/Hz 25.19 66.55 135.97 21.74 46.41 92.44

相对标准差 2.47% 1.44% 0.81% 0.66% 0.12% 0.15%

误差 0.92% 3.20% 0.97% 0.32% 3.52% 3.34%

图 7 和图 8 分别给出自由边界和两点约束边界的

计算和随机试验振型（图 7、图 8 线型定义相同）。总

体上看，计算和试验一致性很好，说明给出的算法正

确。误差主要来源于传感器质量和激励点简支程度的

影响。

图 7 自由边界的计算和随机试验振型

图 8 简支边界的计算和随机试验振型

表 3 列出了工作模态频率随激励之间的相干和互

谱参照点的变化。由表 3 可以看出，工作模态频率与

梁的简支边界的固有频率一致，这是试验控制试件与

激振器界面加速度为平直谱的结果。

表 3 工作模态频率随激励之间的相干和互谱参照点的变化

阶次
简支计算值

Hz

试验值（相干相位改变） 试验值（参照点改变）

均值/Hz 标准差 误差 均值/Hz 标准差 误差

一 21.81 22.45 3.34% 2.93% 23.42 0.75% 7.38%

二 44.83 45.60 1.59% 1.72% 45.84 0.19% 2.25%

三 89.45 90.87 1.75% 1.59% 91.06 0.46% 1.80%

图 9 和图 10 分别给出工作模态的振型随激励之间 的相干和互谱参照点的变化（图 9 与图 7 线型定义相
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同）。

工作模态的振型不同于梁的简支边界振型，并且

随激励之间的相干和互谱参照点的改变而改变。因此，

在多维振动环境试验中，不推荐使用工作模态分析方

法获得的振型。另外，试验中没有涉及阻尼比的分析，

这是因为阻尼比的试验识别误差大，要获得确定的比

较结果还需要将试验做得更精细。

图 9 工作模态的振型随激励之间的相干的变化

图 10 工作模态的振型随互谱参照点的变化

5 结 论

导弹的振动环境试验的主要目的是考核弹体的结

构强度和弹上仪器设备的环境适应性，其试验量级达

到或超过飞行使用量级。如果能在环境试验中提取模

态参数用于检查结构强度特征和修改数学模型，就有

可能在研制进度和经费上获得较大的利益。这种设想

在单维振动环境试验中实现起来困难不大，但是要在

多维振动环境试验中实现是一个挑战。本文研究了多

维振动环境试验中的力激励、运动激励和工作模态分

析方法，证实其结果的差异。从虚拟试验结果得出一

些重要结论有助于多维振动环境试验（包括车载导弹

机动运输试验）的设计和实施：

a）振动环境试验中只要测量了导弹与振动台之间

的界面力，原则上就能得到飞行工况的模态参数，其

精度取决于界面自由度的选择。然而，界面力的测量

非常麻烦，通常情况下不是合算的选择。

b）仅仅依靠振动环境试验的运动信息也能进行模

态分析，结果的唯一性使其能应用于模型修改。虽然

无法取得物理参数，而且所得到的模态与飞行自由边

界的模态不同，但由于其较大的激励力消除了结构组

件的连接间隙，使得修改后的计算模型更接近真实状

态。

c）工作模态分析的结果受参照点、激励量级和相

干相位等参数的选择与控制影响严重，使之不具有唯

一性。在多维振动试验中激励点是已知的，如果采用

以基础激励点为参照点和传递矩阵算法，那么工作模

态的分析结果与基础激励模态分析结果相同，且无需

假设运动激励为“白”谱。
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